Les 5 Snelheden optellen

1
Inleiding

Wat heb je tot nu toe geleerd? Dat klokken die voorbij bewegen, langzamer tikken dan klokken die bij je blijven staan. Uitgaande van de twee axiomas, over dezelfde natuurkunde-wetten en lichtsnelheid voor bewegende en stilstaande waarnemers, was het langzamer tikken de eerste conclusie.

Bij de kar en kogel-proef zagen we een probleem ontstaan: hoe moet je snelheden optellen. Deze les zal je laten zien hoe we dat blijkbaar voortaan moeten doen.

Iets anders dat je hebt meegemaakt, is het opstellen van een nieuwe theorie. Waarom er een nieuwe theorie moet komen is duidelijk: de oude theorieën, die van de mechanica van Newton en die van het elektromagnetisme van Maxwell, blijken niet geldig te zijn bij hoge snelheden. De natuur zit anders in elkaar dan wij tot aan het begin van de 20e eeuw dachten. Dat blijkt pas bij snelheden zo groot als de lichtsnelheid; dus voor het dagelijks leven zijn de uitkomsten van de oude theorieën nog goed genoeg.

Bij het opstellen van de nieuwe theorie blijkt ook dat je zorgvuldig uit moet gaan van alleen de axiomas, om te voorkomen dat je per ongeluk storende elementen van de oude theorie erbij haalt. Een voorbeeld is het tikken van een klok en daarmee de duur van een periode. Bij de kar en kogel-proef heb je in eerste instantie de neiging om de bewegende klok op de kar net zo snel te laten tikken als de klok naast je. Dat is in het echt niet zo. En als je dat even vergeet, en de theorie met deze vergissing verder ontwikkeld, dan loop je al gauw tegen onbegrijpelijke tegenstrijdigheden op.

Denk eens het voorbeeld van de postduif die heen en weer moest vliegen. De tijdstippen waarop de postduif iets deed volgens de biologe waren exact af te leiden. De tijdstippen van dezelfde gebeurtenissen volgens de natuurkundige bleven onduidelijk. Dat kwam omdat de duif volgens beide waarnemers met dezelfde snelheid vloog, het equivalent voor de constante lichtsnelheid. Bij het proberen uit te rekenen welke tijden er volgens de natuurkundige zouden gelden, gingen we er ook onbewust van uit dat de tikken, de seconden, dáár even lang zouden moeten duren als bij ons. Het tikken van klokken is ons zo vertrouwd, dat we er niet aan dachten ze te wantrouwen.

Een tweede aspect dat je kan leren met deze lessen is dat absurde uitkomsten niet moeten worden veroordeeld om hun absurditeit. Toch doen we dat wel vaak, het is een menselijke eigenschap, ontstaan uit een behoefte aan zekerheid, weten waar je aan toe bent. De politiek, de geschiedenis en jouw persoonlijke ervaringen kennen daar veel voorbeelden van. Mensen groeien op met een stelsel van normen en waarden die binnen hun context, hun samenleving, effectief is. Als iemand aan de heersende normen en waarden tornt, dan reageert de samenleving, meestal verontwaardigd, in sommige gevallen ook opgelucht. Dit geldt voor de wisselwerking tussen individu en samenleving.

De wisselwerking tussen de natuur en het individu kent zon reageren niet. Als het individu ontdekt dat de mening die hij heeft over de natuur, de theorie die hij heeft geformuleerd, niet klopt met wat hij waarneemt, dan zal de natuur niet reageren, niet verontwaardigd, ook niet opgelucht, maar helemaal niet.

Anders dan in de samenleving zijn de regels waarmee de natuur rekening houdt vast. Wij kunnen wel de regels van de samenleving veranderen, wij kunnen niet die van de natuur veranderen. Wij kennen de regels van de samenleving, omdat we ze zelf hebben vastgesteld. We kennen de regels van de natuur niet zo maar, daar moeten we flink wat onderzoek voor doen en denkwerk voor verzetten.

Je kunt je afvragen: Waarom moet ik dat nou allemaal weten, ik heb er nooit iets mee te maken en het is veel te ingewikkeld? De twee argumenten die je zelf aandraagt wil ik graag bestrijden en de conclusie daarna tegenover een andere zetten.

Je hebt veel meer te maken met de ontdekking van de relativiteitstheorie dan je denkt. Dankzij deze theorie hebben we ons inzicht in de bouw van het heelal en de geschiedenis van het heelal enorm kunnen verdiepen. Bijvoorbeeld omdat onze gedachten over ruimte en tijd zijn aangescherpt, maar ook omdat  de conclusies fascinerende elementen hebben opgeleverd: ik noem de zwarte gaten en de  kernenergie. Ook bij het bestuderen van de structuur van de materie (atomen) is de relativiteitstheorie onmisbaar: de deeltjes waaruit de atomen bestaan zijn heel erg licht. Ze bewegen, als je ze door je apparatuur laat bewegen, al gauw met snelheden zo groot als de lichtsnelheid, hun interne klok lijkt dan langzamer te lopen.

Het tweede argument dat het ingewikkeld is, klopt wel, maar is geen acceptabel argument om iets niet te willen. Hadden alle mensen altijd dit argument gehanteerd, dan had je nu nog voedsel in het bos lopen verzamelen. Interessanter aan het aspect van ingewikkeldheid, is de vraag wát er zo ingewikkeld aan is. En ik denk dat het ingewikkeld is omdat het zo anders is dan je bent gewend. Je moet steeds de vertrouwde gedachte aan tijd en plaats opzij zetten. Je moet je, zelfs  bij de meest eenvoudige problemen, goed realiseren war er aan de hand is, hoe je de valkuilen van het vertrouwde vermijdt. Het is niet ingewikkeld omdat je de wiskunde ervan niet kan begrijpen of de grafieken niet doorziet. De wiskunde is van het niveau van jullie wiskundelessen. Voor de speciale relativiteitstheorie heb je de stelling van Pythagoras nodig, worteltrekken en kwadrateren, lineaire vergelijkingen oplossen, optellen en aftrekken. De grafieken zijn rechte lijnen, weliswaar schuin lopend, maar recht. Die elementen heb je wel leren beheersen.

En de impliciete conclusie uit de vraag dat je dit toch niet hoeft te weten, weerleg ik met de opmerking dat ieder mens, naar zijn capaciteiten, kennis moet hebben van de verworvenheden van de mensheid, van onze cultuur. Omdat ze intrigerend zijn, omdat ze ontroerend zijn en ga zo maar door, kortom omdat de mensheid, dus jij ook, er wat aan heeft. Je liep toch ook niet voortdurend door Rome met de gedachte: Waarom moet ik dat allemaal weten?
Deze vijfde les gaat over de gevolgen van de waargenomen tijdvertraging voor het optellen van snelheden: het kar en kogel-probleem. Ik ga dat probleem oplossen aan de hand van veel grafieken.

2 Hoe stel je vast wanneer er wat is gebeurd?

Als je iets ziet, dan is het gebeurd. Het licht van de gebeurtenis is onderweg naar je oog gegaan en, even later, dus altijd na de gebeurtenis, jouw oog binnengegaan. Waar gebeurde dat en wanneer? Dat kan je aan dat ene lichtsignaal niet zien. Dat lichtsignaal bevat geen informatie over hoe lang die onderweg is. En, zo hebben we geleerd in de vorige les, je moet oppassen met informatie over tijdstippen als de gebeurtenis plaats vond in een bewegend systeem.
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Er van uitgaande dat je alleen op jouw eigen klok kan rekenen, kan je een gebeurtenis op de volgende manier lokaliseren.

Jij overziet de ruimte links en rechts van je, de x-as. En je overziet de voortgang van de tijd op jouw klok. In de grafiek hiernaast zit jij op de dikke lijn door de oorsprong. Je geeft jezelf de plaats 0. Toen je in de oorsprong zat was stond ook de tijd op 0. Dat is het rare met tijd: die gaat maar door, terwijl jouw plaats wel steeds dezelfde kan blijven. Na 10 seconden is jouw positie in de grafiek het punt P, terwijl je, aankomend in Q op jouw klok 40 seconden ziet staan. Maar je zit nog steeds in de oorsprong van de x-as.

Laten we het nu hebben over een gebeurtenis die zich ergens anders voordoet. Welke gebeurtenis zullen we nemen? Ik kies voor de knipoog van een vriendin. Als ik precies wil weten wanneer zij naar mij knipoogt en waar ze dan is, dan moet ik een lichtsignaal naar haar oog sturen. Dat signaal botst tegen haar oog en kaatst terug naar mijn oog. Ik weet, op mijn klok, wanneer ik het signaal stuur; ik weet ook wanneer ik het signaal terug krijg; ik weet hoe snel het licht beweegt. Dus kan ik berekenen wanneer en waar zij knipoogde.

In de figuur stuurde ik het signaal weg op t1=10 s en kreeg ik het terug op t3=40 s. De knipoog werd dus gegeven, volgens mijn klok, op t2=(10+40)/2=25 s. Het licht heeft heen, en terug, 15 seconden nodig gehad om de afstand te overbruggen. De knipoog vond plaats op een afstand van 153108=4,5109 m en dat is 4,5 Gm (Gm=gigameter, een miljard meter). Wel wat ver weg voor een knipoog om gevolgen te hebben.

Overigens, ik nam de knipoog pas waar op het tijdstip t3=40 s. En mijn vriendin? Wat zijn de tijdstippen voor haar? Net als bij de postduif kan ik haar snelheid meten en zien dat ze niet beweegt ten opzichte van mij. Ik kan haar een bericht sturen met mijn tijd er op en zij kan dan haar klok gelijk zetten met de mijne. Omdat er geen onderlinge beweging is, tikken de klokken met gelijke frequentie. Zij zal daarom, als de 0-stand gelijk is, dezelfde tijden voor de drie gebeurtenissen vinden:

t1*=10 s
haar horloge geeft ook de tijd 10 seconde aan als ik de lichtstraal naar haar stuur. Ze ziet op dat moment niet dat ik de lichtstraal stuur, ze ontvangt hem pas later.

t2*=25 s
het moment dat de lichtstraal haar oog treft is ook volgens haar klok 25 s. Als ze al eens eerder onze afstand had gemeten, dan kan ze uitrekenen dat het signaal op t1=10 s door mij is uitgezonden.

t3*=40 s
de lichtstraal komt bij mij terug. Ook dat kan zij niet zien maar wel berekenen. Op de verticale lijn door haar heen, zie de grafiek, staat dezelfde tijdschaal als op de mijne.

Het sterretje bij de tijd geeft aan dat het de tijd is volgens haar klok, zoals ik die waarneem.
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In dit voorbeeld stond de vriendin stil ten opzichte van mij op 4,5109 m afstand. Ze zou natuurlijk ook van mij vandaan kunnen bewegen. Dan verandert de lijn, die eerst verticaal stond, in een schuine lijn. Zie de figuur hiernaast. De getallen die horen bij deze ene knipoog veranderen echter niet zoals je ziet, althans voor zover het mijn getallen zijn: t1=10 s, t2=25 s en t3=40 s. Wat haar getallen zijn, daar kunnen we nu niets meer over zeggen, voordat we daar goed over hebben nagedacht. Zoals je je kan herinneren bij de postduif faalt elke poging iets zinnigs over de getallen te zeggen.

3 De k-factor

In deze paragraaf ga ik jullie een manier uitleggen om iets over de andere klokken te zeggen. Er zijn twee waarnemers, ik en een vriend. We beschikken over gelijke klokken. Ik zie hem op mij afkomen, omgekeerd ziet hij mij op zich afkomen. Net als bij de postduiven kan ik de onderlinge snelheid vaststellen, laten we zeggen v=0,6c=1,8108 m/s. 
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Zekerheid omtrent onze klokken kunnen we op één moment krijgen: op het moment dat we elkaar passeren is de onderlinge afstand zo klein, dat elk lichtsignaal in no time bij de ander is. We maken van die gelegenheid gebruik de beide klokken op 0 s te zetten en ook de ontmoetingsplaats tot de gemeenschappelijke oorsprong te bevorderen.

Tien seconden na zijn passage stuur ik een lichtsignaal achter hem aan. Als ik dat signaal op het tijdstip 40 s weer terug krijg, dan weet ik dat het bij hem was op het tijdstip 25 s:

t3 = (t4 + t2) = (40+10) = 25 s.

Ik kan ook berekenen waar het signaal mijn vriend treft: x3 = 3108(4010) = 4,5109 m= 4,5 Gm.

Je kan altijd de tijd van de gebeurtenis uitrekenen met: t3 = (t4 + t2)

en de plaats van de gebeurtenis met: x3 = c(t4t2)

Deze eigenschap zullen we nog een paar keer gebruiken. Wel is het de tijd die de stilstaande waarnemer, ikzelf in dit geval, op zijn eigen klok ziet.

Wat staat er op de klok van mijn vriend als het lichtsignaal hem bereikt? Dat weten we dus nog niet. Dat zal niet 25 s of 10 s zijn, zoals uit het vergelijkbare voorbeeld van de postduif is gebleken. Maar wat het wel is, daar moeten we nu eindelijk eens achter komen.

Dat doen we als volgt, en we doen het zonder getallen. Ik noem de tijd die op mijn klok staat als ik de lichtstraal wegstuur T: OP=T. De tijd die, volgens mijn waarneming, op zijn klok staat als de straal bij hem aankomt noem ik kT. Ik weet de factor k nog niet. In de figuur is het lijnstuk OR dus kT lang.
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Nu laat ik mijn vriend het lichtsignaal direct naar mij terug sturen. We krijgen nu hetzelfde nog een keer, maar gerekend vanuit mijn vriend. Hij vindt zichzelf in rust en stuurt mij, kT seconde op zijn klok, volgens mijn waarneming na onze passage een lichtstraal. Ik beweeg volgens hem van hem vandaan en de lichtstraal bereikt mij, volgens mijn klok, op het tijdstip k(kT)=kT.

In de figuur is het lijnstuk OQ gelijk aan kT.

De ontmoeting van de lichtstraal met mijn vriend is in de figuur aangegeven met de dikke punt R. Ik kan nu bedenken wat de formule is voor de plaats van de ontmoeting, volgens mijn maatstaven, en wat het tijdstip is, volgens mijn klok. Ik gebruik dezelfde methode als met de getallen, zie hiervoor.

Het tijdstip van de ontmoeting volgens mijn klok is: tR=(tQ+tP)=(kT+T)=T(k+1)

De plaats van de ontmoeting volgens mijn maatstaven is: xR=c(tQtP)=c(kTT)=cT(k1)

Nu hebben we nog een bekend feit en dat is de snelheid waarmee mijn vriend zit van mij verwijdert. Die snelheid geef ik aan met v en die is gelijk aan: v = xADVANCE \d2RADVANCE \u2/tADVANCE \d2RADVANCE \u2; dat levert: v = c(k-1)/(k+1).
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En dat kan je omwerken tot een formule voor k. Zie hiernaast. 
In het getallen voorbeeld is k uit te rekenen: k={(c+0,6c)/(c0,6c)}=(1,6)/(0,4)=4=2

Dus mijn vriend ontvangt het lichtsignaal, zoals ik op zijn klok kan zien, op tR*=2T= 210=20 s en ik ontvang de teruggestuurde straal op het tijdstip tQ=2T=410=40 s. Dat laatste klopt inderdaad met de getallen tot nu toe.

4 Snelheden optellen

Laten we eens aannemen dat mijn vriend en mijn vriendin mij tegelijkertijd passeren. Mijn vriend met een snelheid van vBC=0,8c ten opzichte van mijn vriendin. En mijn vriendin met een snelheid van vAB=0,6c ten opzichte van mij. Dat is het probleem van de kogel en de kar. Met de k-factor kan je zo dadelijk uitrekenen hoe groot de snelheid waarmee mijn vriend zich van mij verwijdert. En dat is natuurlijk niet 1,4c.
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Kijk eens naar de figuur hiernaast. Als ik na een tijd T na de passage, volgens mijn klok, een lichtsignaal achter ze aanstuur, dan bereikt dat mijn vriendin op het tijdstip kABT, volgens haar klok, zoals ik die waarneem. En het bereikt mijn vriend op het tijdstip kACT, volgens zijn klok, zoals ik die waarneem.

Maar als mijn vriendin op het tijdstip kABT volgens haar klok, zelf een lichtsignaal naar mijn vriend stuurt, dan bereikt die hem op kBC(kABT), volgens zijn klok.

Het is nu duidelijk dat kACT = kABkBCT. Ofwel:
kAC = kABkBC
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Als je dit combineert met de formule voor k zoals die in de vorige paragraaf is afgeleid, dan blijkt: 
In ons voorbeeld wordt dat:

vAC = (0,6c + 0,8c)/(1+(0,6c0,8c)/c) = 1,4c/1,48 = 0,946c.

Inderdaad niet groter dan c zelf.

Opmerking

Je ziet dat je snelheden, zoals de snelheid van de kar en de snelheid van de kogel, niet zomaar mag optellen, want dan was de formule geweest: vAC = vAB + vBC.

Opdrachten

1
Een trein rijdt met 90 m/s voorbij. In de trein slaat iemand een tennisbal naar voren met een snelheid van 60 m/s.

a
Bereken de snelheid van de bal zoals een waarnemer langs de spoorbaan die meet volgens de oude, blijkbaar niet juiste manier.

b
Bereken nu de snelheid met de nieuwe formule.

c
Welke conclusie kan je uit de twee uitkomsten trekken?

2
Neem eens aan dat iemand niet een tennisbal slaat, maar een zaklantaarn aan doet en een lichtflits met de snelheid c naar voren schiet.

a
Bereken de snelheid van de bal zoals een waarnemer langs de spoorbaan die meet volgens de oude, blijkbaar niet juiste manier.

b
Bereken nu de snelheid met de nieuwe formule.

c
Welke conclusie kan je uit de twee uitkomsten trekken?

3
Neem nu aan dat de trein met de lichtsnelheid beweegt en dat iemand in de trein de zaklantaarn opnieuw gebruikt voor een tweede lichtflits.

a
Bereken de snelheid van de bal zoals een waarnemer langs de spoorbaan die meet volgens de oude, blijkbaar niet juiste manier.

b
Bereken nu de snelheid met de nieuwe formule.

c
Welke conclusie kan je uit de twee uitkomsten trekken?

Zelfs als je vAB = c neemt en ook vBC = c, dan nog is vAC niet groter dan c, maar precies gelijk aan c.

5 De Lorentztransformaties
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Onvermijdelijk bij de relativiteitstheorie zijn de Lorentztransformaties. Dat zijn de formules die de plaats en de tijd in het ene systeem uitrekenen als ze in het andere systeem bekend zijn. Met onze inzichten in de diagrammen kunnen we ze nu afleiden. Het is de laatste afleiding van de speciale relativiteitstheorie in deze lessenreeks. Dus, ik zou zeggen houd nog even vol.

Ik ga het hebben over de knipoog die ik van mijn vriendin ontving. In de tekening is dat een gebeurtenis die is aangegeven met de coördinaten (t,x)A
Mijn vriend neemt de knipoog ook waar en voor hem gebeurt de knipoog op het tijdstip tEQ \O(*,B) en op de plaats xEQ \O(*,B); dat is in de figuur aangegeven met:  (t*,x*)B.

Ik kan de tijdstippen t1A en t2A gewoon van mijn klok aflezen. De tijdstippen t1B en t2B kan mijn vriend van zijn klok aflezen, maar ik ken ze nog niet.

Wel kan je voor deze tijdstippen de volgende vergelijkingen opstellen. Kijk eens of je begrijpt wat er staat.

(1)
t1A = tA  x/c


(2)
t2A = tA + x/c

(3)
tEQ \O(*,1)B = tEQ \O(*,B)  xADVANCE \u2

EQ \O(*,B)

ADVANCE \d2/c

(4)
tEQ \O(*,2)B = tEQ \O(*,B) + xADVANCE \u2

EQ \O(*,B)

ADVANCE \d2/c
Als je naar de figuur kijkt en je denkt aan de k-factor uit een vorige paragraaf, dan weet je nog dat geldt:

(5)
tEQ \O(*,1)B = kt1A

en

(6)
t2A = ktEQ \O(*,2)B
Met deze zes formules en de formule voor k uit paragraaf 3 kan je de zogenaamde Lorentztransformatie-formules vinden. Deze formules stellen je in staat om uit te rekenen wat er op de klok van een bewegende waarnemer staat en welke afmetingen de bewegende waarnemer ziet. Het leidt niet tot een beter begrip als ik die afleiding hier voor doe.

De formules die waarnemers van het ene stelsel laten kijken naar het andere stelsel zijn:

Als ik wil weten hoe laat het bij mijn vriend, tEQ \O(*,B), is dan reken ik die uit met de linker formule. Als ik de plaats xEQ \O(*,B) van de gebeurtenis, volgens mijn vriend, wil weten, dan gebruik ik de rechter formule. 
[image: image8.png]


[image: image9.png]



[image: image10.png]


[image: image11.png]


Hierin zijn β en γ afkortingen voor de volgende uitdrukkingen.

Opmerking

Zo langzamerhand ben je helemaal in de natuurkundeformules terecht gekomen. Als je de tekst tot hier toe aandachtig hebt gelezen, dan verdien je wel een pluim en een compliment. Ik kan me goed indenken dat je ondanks het aandachtig lezen de draad in het verhaal kwijt bent. Is dat niet zo, dan heb je recht op een dubbel compliment.

In de laatste paragraaf zal ik een aantal situaties bespreken waar we deze formules gaan toepassen. Ik hoop dat je dan weer gaat zien hoe de relativiteitstheorie werkt.
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